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 '
∂R̃(x, t)
dt
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∫ ∞
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z{r4«Yr4>·Y{nErÃp{;E|E¬¯ºarFEz
wi(y, t)
Y©c´yÁg´z{¯¿4rÃ¸z{¯p}¯Yb«|Y{¯rFz|Y44YE	{6@ 8·Z©
|»Ezy;pr4´,r	;pYrÃºzyqE|;Y¹U}E|U{¶
a(t)
¼
mnpr°qrF|Y²@»Ár4¬¸\qr4{np;¬¯YY 6@zrFrEZrF{¯Y Á¼s©ªYu{nEr3p¯zrr°z{r{{¯p 8}Ez{»ErFzunp¯zu»Ez
;rF6|Ep{g~qa|{¯Y´ynpr4
N →∞ |E¬r>|Ypz{D= W (y, t) = 1− 1N
∑
i
∫ y
0
wi(x, t)dx+O(
1√
N
)
¼
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N →∞  5' S $# '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   :& 'S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w(y)
&C   ': ' ' HQ Q: :

w(y) = e−a(y−1)w(y − 1) + 2(1− e−2ay)w(2y) , 6   8
: 
∫
w(y)dy = 1
6  8
&CQU
a
 ' HQ0 : D  E 	 H30'	   	  
∫
(1− e−ay)w(y)dy
a
=
µ
λ
6sF 8
/¶bnpr rF|¬¯¸z¯uq3pr4¬L·Z{npr Y}EEC{r4¬¸|ga©6rF|Yn1zrF{«YrF¸z|34YEz|Y;yrF¬¯|g
NT
p¬¯}Ezy|
pr>z{z{¯pqr	r~S;pr4U{¸|¬¯¬bp¯z{E}{r>´y{nE|Y|Yqr{rF
λ/N
6ënpr4r©ª;{r	||g«YrF|YYru{;}pE
{¯rF¬¯|grF¹U}E|¬{
NT +N/λ
8¼mnp¸zJU{}E4rFzJ|u´y¸z¯3{nprpºÀRr4r4U{¸|¬prF¹U}E|{¯Y6@ 86´ynp¯n
qa|³Yr>z(|3r|rFbrF¹U}E|{¯Y =
∂
∂t
w(y, t) = λe−a(t−T )(y−1)w(y − 1, t− T )
+2λ(1− e−2a(t−T )y)w(2y, t− T )− λw(y, t), 6sYs38
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K }pO|Yq®¸zJ{r~p¬¯YJnprrFz{}p¬ºzJYp|¯pr>3nprpr4«Z;}Ezzr>{¯Y¯{npru4|Yz{ry´ynpr4{nEr{;}pE
{¯\rF¬¯|gb¸zy¬¸|Yr6    ¯·S´ynprF
T
Y
1/λ
¸z¬¯|Y{;r 8¼"/¶1np¯z(F|Yz{rY·E¹U}E|Y;{
a
nE|unE||Y{r4¯¿4rFz
npr	6;¯zz;E|Y|Yq3r4{rF©
R(t)
6ënpr	p}ÀRr4y©ªr4rzE|;r 8,¸zzqa|¬¯¬L¼
§ r|Y{r ¯;{rF{r>zrF11nprz|¯YE|Y{a}EEYÁº;E|¬c¸z{¯p};1Y©npr	´y¯E´-z¯¿4r>z4¼ /d(¯z
¯;r4rFz{¯p3{a4YEz{¸r4{nprF|Yz{rÃ´ynpr4r
a→ 0 ¼
 ËZÏ £ Ë    Q
a→ 0  5 &    	& '  	 '  	 w(y) '	  ' ' 
lima→0 w(y/
√
a)/
√
a = g(y)
6s> 8
&CQU
g(y) =
√
2
π
∏
k≥0
(1− 4−k2−1)−1
∑
n≥0
an exp(−4ny2/2) ,
6s>) 8
&   
an
'	  ' #	 FE HQ  D #	:0 D  #

∑
n≥n anx
n =
∏
k≥0(1− 4−kx)
 
 !
√
a = (1 +O(
√
a))
λ
µ
g∗(2)
6s4 8
&   
g∗(2) =
√
2
π
∏
k≥0
1−4−k−1
1−4−k2−1 ≈ 1.309833
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	 £ ÏWÏ =¦ Fcr}Ez	qa|³Yr{nprbnE|p;r©«|¯|Yp¬r3{B;Ez{¯rF
w(y) =
√
ag(y
√
a)
¼ O¹U}E|{¯Y 6   8
F|1Sr r4´y{rF1|;z
g(y) = e−y
√
a+ag(y −
√
a) + 2(1− e−2y
√
a)g(2y)
6s> 8
§ npr4
a→ 0 {npr	rF¹U}E|{¯Y1r~E|YErFb3»EzYr4¯ √a Sr>Yqr>z
(1− y
√
a)(g(y)−
√
ag′(y)) + 4y
√
ag(2y) = g(y)
6s M 8
´ynprF{r
g′(y)
¸znpr »Ezpr4«|{¯«YrÃY©©ª}pE;
g(y)
|yS;UY¼
EZqp¬¯©ªU¯pa´,r	Y|¯|3pr4´-pºÀRr4r4U{¸|¬WrF¹U}E|{¯Y =
yg(y) + g′(y) = 4yg(2y)
6s:8
mnp¸zyrF¹U}E|;¸zr>|Yz{a{az{Y¬¯«YrÃ«Z¸|4\r4¬¯¬¯1{|Ez©ªYq
g∗(s) =
∫∞
0
g(y)ys−1dy
=
g∗(s+ 1)− (s− 1)g∗(s− 1) = 21−sg∗(s+ 1) 6s   8
FWr
p(s) =
∏
k≥0(1− 2−s−2k)
¼mnpr4c·pUC»p~¯p
g∗(s) = v(s)p(s)2s/2Γ(s/2)
·p´,r ;r
v(s) = v(s+ 2) .
6s   8
mnprF{r4©ªYr
v(s)
¯z |Sr4p¯©ª}pÁ{¯Yi©,Sr4Æp·Wr»Epr> r4«YrF{Z´ynprF{r¯ npr;qp¬r4~Bp¬¯|YW¼
/¶aY{nprFO´,Ypz
v(s) = f(eiπs)
·;©ªY,z{Yqr|YE|¬¯U{¸4|Y¬©ª}pE;W¼(/¶©ß|;>·
v(s)
q}Ez,Sr(|;Ez|U
©ª}pE{¯Yr>¹;}Á|¬Raz;qr
α
6ªpZ©z³Z¯pSrFQ8¼mnpr4r©ª;{r
g∗(s) = α2s/2Γ(s/2)p(s)
6L 8
mnpr «|¬¯}pr ©
α
¸zr4~Z{|YrFb©ª{;q {nEr	¯rF;º
g∗(1) =
∫
w(y)dy = 1
¼
 ¯4rnE|,©ª}pE{¯Y
g∗(s)
nÁ|YzOp3z¯pY}E¬¯|Y{¶z{E4r(SY¬¯rFzOY©
Γ(s/2)
|
s = −2k · k E|{}p|¬¯;r4YrFF·|Y{rbr4~|;¬±4|YErF¬¬¯rFÇUÈSrFE ZYz©
1 − 4−k2−s ¼±mnpr4r©ªYrC{npr©ª}pE{¯Y g(y)´y¯¬¬6nE|>«;r|¬¯¬ºzur4¯«|¯«YrFz|
y = 0
·R|EBrFF|>zy©ß|;zr4nE| |YU1Sg´r4©ª}pE{¯Y ©
y
´ynEr4
y →∞ ¼/d4YqrFznE|ynpr|>«YrF|YYru´yÁg´-z{¿Fr ¸z

[W ] =
g∗(2)√
a
=
2√
2πa
∏
k≥0
1− 4−k−1
1− 4−k2−1
6@s38
|YE@6s> 8,SrF4YqrFz
µ
λ
=
1−
∫∞
0
e−ayw(y)dy
a
≈  [W ] 6LY 8
´ynp¸n1¬¯rF|YEz{
λ = µ
√
2πa
∏
k≥1
1−4−k2−1
1−4−k−1
¼
Â,b{rF«Yr4zr4\rF¬¬¯1|YEz©ª;{q*º(4YqrFznE|
g(y) =
√
2
π
∏
k≥0
(1− 4−k2−1)−1
∑
n≥0
an exp(−4ny2/2) ,
6L:) 8
´y{n
an
z|¯z©ªZp3{nprm6|gZ¬;¸rF;{ = ∑
n≥n anx
n =
∏
k≥0(1− 4−kx)
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a→ 0 HQ  	U E  &    :& ' 0 '

[W ] =
2√
2πa
∏
k≥0
1− 4−k−1
1− 4−k2−1
6@ 8
 !5@$3U E Q    U U	Q'S
  'S'S : 
[W ]λµ − 1 → 0
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5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5 &    	& 1
2 (

[W 2]× a)  !3'  1  
/¶ {npr,4|;zrJY©UnprJ»p~r> pr4¬¸|>up¬¯}Ezcr~SYprF;{¸|Y¬pr>z{z{¯p{¯qrqrF¬Y´,rnE|g«YrnprJ©ª;¬¬¯g´y¯p
npr4;{r4q¼
 ËZÏ £ Ë     Q
T + 1/λ→∞ 

lim(λT + 1)w(y/
√
a)/
√
a = g(y)
6LY 8
: 
√
a = (1 +O(
√
a))
λ
λT + 1
g∗(2)
µ
6@:M 8
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x
J6¯Y}prs = Fcq{¯p©ª}pE;
g(x)
|YEºzyp{¯q{¯«YrÃ©ªY´yE´-z{¿Fr	¯z{¯p}{¯;W¼
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§ rbznp´$nE|nprb¸z{¯p};È¸z E$D 	
	©ªY°zqa|¬¯¬´y¯E´z4·E|Yqr4¬¯BnE|
log
 {W <
x} = −Θ(log2 x) ¼
 ËZÏ £ Ë     HQ 	AE 9U5E :  :  $# S	!	   	I&" 5$3 − log O {W < x} ∼ (log2 x)2&CQ
x→ 0  
	 £ ÏWÏ =¦ § r	}Ez{rÃ{nErÃ©ß|;y{nE|y©ªY|YU
c
g(x) =
α
2iπ
∫ c+i∞
c−i∞
x−s2s/2Γ(s/2)
∏
k≥0
(1− 2−s−2k) 6@; 8
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§ r zr4
∆(x) = mink{− log x− k log 2− 12 log k}
·|YE
k(x)
nprÃ«|Y¬}pru©
k
{nE|q¯p¯q¿FrFz,{npr
pr4«Z¯Y}Ez;n;ynE|E1z{¸rY¼ § r	Yr
g(x) = α exp(2k(x) log x+ k(x)2 log 2− log k(x))G(∆(x)) ·´ynprF{r
G(.)
¸z;;{¯U}EY}EzF¼Omnpr	©ß|Y{nE|
k(x) ∼ log2 x
|EnE|
∆(x)
¯zSY}pEr>|Ábr4EEz
Sr SrF{¯¸Ã
log x
;q3E¬r4{rFz{npr	pZY©¼
/dq}EzSraE{r>Æ{nE|{npra¾E}E{}E|{¯YEz
g(y) exp((log2 y)
2)
r4Ei\SraSrF{¯¸3¯
log y
·
´y{nSr4¯
log 2
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J6;}p{r= FW¯qºp©ª}pE{¯Y
log10 g(10
x)
|YE −√log10 g(10x)
|;z©ª}pE¯Y©
x
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 ´y{n¨ÀSrF{rF;°Z}pqSr4zY©4Yppr>{¯YÁz4·6E}ÀSrF3z¯¿4r>z
|YEa|EpYqÅrF¬¯|gz4¼JÂ,az{¯q3E¬»ErFm(­,¨´,ruqrF|YanprÃ|Ypp>~¯q|{r>«Yr4z¯YC©m(­,¨´,runE|g«Yr
|YE|¬¯Z¿4rFb¯p{rF«Z;}Ezz{rF;EzF·    ¯·
? ´y¯E´zy|ru|YEzqrF1|YE1|Y³Zp´y¬r>Yr>CUbÁ|nprFz 
? ´y¯E´-z¯¿4r>zy|rÃrF|¬ÑU}pqSrFzF¼
O|YnÆ©npr4Yppr>;EzÃz|{zÃ| ||YEYq {¯q3ra|©ër4
t = 0
¼mnprYEprF{¯YÆz|{zu¯
z{¬´z|YOqprY¼(C4Yppr>;a¬r>|>«Yr>znpruz{¬´z|YOqr(´ynpr4C,qr4rzOºz»EzYEYrFz{¯Yc¼
mnpraYEprF;EzÃpr4«YrF ;qr°Á|Y³1z{¬´$z|{Ãqr6@z¯q}p¬¸|; }pEz |Y{r°¬¯Yp1r4p;}pYniz
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dw̄k(t)
dt
=
λ
N
(
w̄k−1(t)Rk−1(t)− w̄k(t)
+ w̄2k(t)(1−R2k(t)) + w̄2k−1(t)(1−R2k−1(t))
)
, 0 < k ≤ N, 6)ps 8
w̄1(t)
dt
=
λ
N
(
− w̄1(t)R1(t) + w̄2(t)(1−R2(t))
)
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dw̄N (t)
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w̄N−1(t)RN−1(t)− w̄N (t)(1−RN )
)
,
wk(t) = 0, k > N.
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∑
k=0
(
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)
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0 < j ≤MR,
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R0 ≡ 1, Rj = 0, j ≥MR,
wk(0) = w
(0)
k ,
∑
k
w
(0)
k = 1,
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Rj(0) = R
(0)
j , R
(0)
0 = 1, R
(0)
j ≥ R
(0)
j+1, j ≥ 0.
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µ
(
Rj−1(t)−Rj(t)
)
− λRj(t)− λ
∑
k=0
(
Rj(t)−Rj+k(t)
)
w̄k(t) = 0, 0 < j < MR,
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R0 = 1, Rj+1 ≥ Rj , 0 < j ≤MR.
§ r}Ez{rC{nprb©ª;¬¬¯g´y¯p p|{¯Y±©ªYnprz{rF¹U}prFEr>z=
w̄ = {w̄k}MWk=1
·
W̄ =
∑
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¬¯;zz|;r4UF¼ Âiqr>|Yz{}p{¯p\{nErbZ}pqSr43©E|Y³Yrz	|Ez{q3{{rFÇp}p{¯pÆ|ÇU{rF{«|¬,rF¹U}E|¬O{
nprvmym ·Á´,rYp|¯{npr{|ÉC ¯;r4Ez{¶
I(t)
¼ § r	npr4 4|Y¬¯4}p¬¯|{r npr°«|¸|Er ©
I(t)
|E
I(t+ x)
´ynpr4
t
«|Y{¯rFz|YE´,r	pYq|Y¬¯¿Fru{;|Ynpr {|ÉC |};{r4¬¯|;W¼
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;Ez©Rnpr(pr4«Z;}Ezz{rF¯YW¼mnpru}p|{¯Ya©R{nErFz{r(z{q}p¬¸|{¯YEz¸zsF;Y z{rF4YEpz©Wz{¯q}p¬¯|{r>
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exp(-sqrt(2*0.05)*x)
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(b)
"correlation2.tr"
exp(-sqrt(2*0.005)*x)
J6¯Y}pr	=Jm(­,Ä|ÉaÃ|Y}{pY{rF¬¯|{¯YÁz©ªYyr4{;,|rFz6ß| 8
a = 0.01
· 6ßD8
a = 0.005
¼mnprÃqr
}pp¸z{nprvmym ¼
z{rF;EpzF¼G/¶»EY}pr(Ã´,r(|g´¨npr(|}p{4Y{r4¬¸|{¯Y©ª;r4{;|rFz
a = 0.01
|YE
a = 0.005
¼mnEr
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§ rC4YEz{¯pr4 {nÁ|	nprC¬¯p³ ¸zz{nE|rFÆUiz{r4«Yr4|¬m(­, 4Yppr>;Ez ´y{nÇºÀRr4r4UY}pÁ {¯
rF¬¯|gz4·z{1{nÁ|	npraY}pEÆ{±rF¬¯|gz	¸z{¯p};i¸z	npr>|>«Z\|¯¬¯rFÑ¼bm\z{¯q3p¬¯©ªY·6´,rC|Yzz}pqr
npr4r¯z|3»Ápºrz{rF¹U}pr4E4rY©Rm(­,È4Yppr>;Ez|YE3zr>¹U}pr4E4rZ}pqSr4
i
nE|YzY}pÁ{¯r4¬¸|>
Di = Di
β ©ªY β > 0 |E D »p~rFÑ·E|YEb{nEr	r4{Y|{r a {rFq|YÁz,nprz{|YqrY¼EZÁrynpr(m(­,¨;ppr>{¯YÁz|r|Yzz{}pq3r>°	Sr(Epr4Sr4Ár4;>·;npru|}²d4g«|{¸|E4r©ª}pE;
Y©p{npr|YY;{r4;|{r>Ã|ÉCO¯z6rF¹U}E|Y¬;{u{nprz{}pq Y©p{nEr|}²¶«|{¸|ErJ©ª}EE;Ez6©E{npr¯E¯«Z¯p}E|¬
4Yppr>{¯YÁz4¼
/d4YqrFz©ªYq 6ª   8O{nÁ|>=
C(x) ≈ A
D2
∞
∑
i=1
i−2β exp(−C x
D
i−β)
6@ 8
Jp}pE{¯Y
C(x)
¸zJ|ÃnE|Y{qYE¯z{}pq$YrFpr4|rF©ª{;q ©ª}pE{¯Y
exp(−C xD )
¼mnpr4\rF¬¬¯¯°|YEz²
©ª;{q ©©ª}pE{¯Y
C(x)
=
C∗(s) =
∫∞
0
xs−1C(x)dx
nE|;z{npr	r4~p{r>z{z{¯Y =
C∗(s) =
A
D2
(
C
D
)−s
ζ((2− s)β) Γ(s) 6@ps 8
´ynprF{r
ζ(s) =
∑∞
i=1 i
−s ¸z }p¬¯r4
 z > 	©ª}EE{¯;b|Á Γ(s) ¸z }p¬¯r4
 z  :
 
©ª}EE;I6 Γ(s) =
∫∞
0
xs−1e−xdx
8¼
 }E|U{¶
ζ((2− s)β) nE|Yz(|az¯qp¬¯r	S;¬r| s = 2− 1β
¼mnEr4{r4©ªYr
C∗(s)
¸z(r»EErFY1npr
z{
0 < <(s) < 2− 1β
¼Omnpr¬¸|Yzz¸4|Y¬RrFz{}p¬ºz;npr04\rF¬¬¯¯1{|Ez©ªYq z|rÃnE|{nprF{r	r~¸z
B
|E
ε > 0
z{}En nE|
C(x) = Bx
1
β
−2(1 + O(x−ε))
´ynpr4
x → ∞ ,¯s>M	.L¼3mnp¸z qp¬¯¯rFzÃ{nE|npr3|ÉC°nE|;zÃ¬¯Yp1{r4q r4Sr4Ár4E4r>z ´ynprF 1
2 ≤ β ≤ 1
¼a´,rF«Yr4>·Ñ©,{nErZ}pqSr4©m(­,
4Yppr>{¯YÁz	¯z	»Ep{r;·6´,rCr~SrF	\YÁzrF{«Yra|npr>|>«ZB|¯¬r>iSrFnE|>«Z¯Y ©ª;|1»Ep{rC{¯qrbz{F|¬¯rY·
´ynp¸n¸z|q}p¬{¯p¬¯r©6npr¬¯|Y{;rFzyvmym ¯1nprz{Zz{rFq¼"/¶1nprpr~ZuzrF{¯YW·E´,r	´y¯¬¯¬cz{r4r nE|>·
rF«Yr4©ªY|z{qa|¬¯¬ÑU}EqSr4©4Yppr>;Ez4·Znp¯zy}EpSr4SY}pE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x**(-1)
J6¯Y}pr M5=Wm|ÉC|Y}{pY{r4¬¸|{¯YEzR©Eym(­,B;pprF{¯YEzW´yºn	nprF|g«Z|¯¬r> vmymip¯z{E}{¯YEz
6@| 8
Di = 40i
0.8 ·#6ª 8 Di = 40i ¼mnpr {¯qr	}pp¸zYYqazF¼
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§ rCnE|>«YrCz{q}E¬¯|{rFÈ´yºn±Eznprb4|;zra©qa|ZÆm(­, ;pprF{¯YEz	´y{n±npr>|>«ZB|¯¬r>Èvmym  z
z{nE|¯panpr3z|qr°¬¯p³R¼	mnpr3z{q}E¬¯|{¯YBqpr4¬¸zÃYb¬¯rF;zÃ´yp¬¯;|;EC«YrF{¬¯|Y{;r	»E¬¯rFz(©ªYq
ÀRr4r4;z{r4«Yr4z4¼6mnpr({|ÉC©c|Y¬¬S4YpErF;Ez{|>«YrFz{rFz|z{nE|Y{r>¬¯p³©cF|E|;¶1s>Y04\pEzF¼
O|;nb4¬¯r4U,¸z,YEprFrF{npruz{nE|rF¬¯p³«U¸||z¬¯´&¬¯¯p³|(s>04\pEz|EÑ·Z|Onpr(Y{nprFOr4ÁÑ·
r>|Ynbz{r4«Yr4,¸zYEprF{rFb«U¸|°|p¯«|r(¬¯¯p³C| s ÃpEzF¼JmnEr(»p~r>CpYE|Y;|;Cr4¬¸|gzO¯b{npr>zr
p¯«|r¬¯p³zÃ|Y{r°npUzrF\{b©ª;¬¬¯´ |bÁ´,rFu¬¸|>´	¼	mnpr|ÉCqrF|;z}pr4qrF;zÃ|rqa|Yr°;\npr
z{nE|rF ¬¯¯p³ ¯i¯;r4«|¬¸z ©y;qaz4¼CmnpraE|;³Yr4	¬Uz{z |r3¸z
a = 0.001
©ªYrF|YnÈ;pprF{¯YW¼
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